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模块一　函数、极限与连续

１１　函　　数

※ 基础知识

一、函数定义

数集Ｄ到实数集Ｒ上的映射ｆ称为定义在Ｄ上的函数，记为ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ，Ｄ称为定
义域，称集合Ｒｆ＝ ｙ｜ｙ＝ｆ（ｘ），ｘ∈Ｄ{ }为函数ｆ的值域

二、函数性质

１有界性

设函数ｙ＝ｆ（ｘ）在数集Ｉ上有定义，
（１）若存在一个数Ｍ，使得对于任意的ｘ∈Ｉ，ｆ（ｘ）≤Ｍ都成立，则称函数ｆ（ｘ）在Ｉ上

有上界
（２）若存在一个数ｍ，使得对于任意的ｘ∈Ｉ，ｆ（ｘ）≥ｍ都成立，则称函数ｆ（ｘ）在Ｉ上

有下界
（３）若存在一个正数Ζ，使得对于任意的ｘ∈Ｉ， ｆ（ｘ）≤Ζ都成立，则称函数ｆ（ｘ）在

Ｉ上有界

２单调性

设函数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上有定义，若对于任意的ａ，ｂ∈Ｉ，ａ＜ｂ，有ｆ（ａ）＜ｆｂ()，则称

函数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上单调递增；若对于任意的 ａ，ｂ∈Ｉ，ａ＜ｂ，有ｆ（ａ）＞ｆｂ()，则称函

数ｆ（ｘ）在区间Ｉ上单调递减

３奇偶性

设函数ｆ（ｘ）在数集 －ａ，ａ( )上有定义，若对于任意的ｘ∈ －ａ，ａ( )，ｆ－ｘ( )＝ｆ（ｘ）
恒成立，则称ｆ（ｘ）为偶函数若对于任意的ｘ∈ －ａ，ａ( )， ｆ－ｘ( )＝－ｆ（ｘ）恒成立，则称
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ｆ（ｘ）为奇函数

４周期性

设函数ｆ（ｘ）是定义在数集Ｄ上的函数，若存在一个正数ｌ，使得对于任意的ｘ∈Ｄ有（ｘ＋

ｌ）∈Ｄ，且ｆｘ＋ｌ( )＝ｆ（ｘ）恒成立，则称ｌ为函数ｙ＝ｆ（ｘ）的周期

三、运算公式

ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）是定义在数集Ｄ上的函数，则
（１）和（差）：（ｆ±ｇ）（ｘ）＝ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ），ｘ∈Ｄ
（２）积：（ｆ·ｇ）（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），ｘ∈Ｄ

（３）商： ｆ
ｇ( )（ｘ）＝ｆ（ｘ）ｇ（ｘ），ｘ∈Ｄ＼｛ｘ｜ｇ（ｘ）＝０｝

（４）复合：ｙ＝ｆ（ｕ），ｕ＝ｇ（ｘ），则称函数ｙ＝ｆ［ｇ（ｘ）］为函数ｆ与ｇ构成的复合函数
（５）反函数：设函数ｙ＝ｆ（ｘ）是定义在数集Ｄ上的函数，若ｙ＝ｆ（ｘ）为———映射，则可

定义数集Ｒｆ到数集Ｄ的函数ｆ
－１满足：对于任意的ｙ∈ Ｒｆ，存在唯一的ｘ∈Ｄ，使得 ｘ＝

ｆ－１（ｙ），其中ｘ满足ｙ＝ｆ（ｘ）称函数ｙ＝ｆ－１（ｘ）为ｙ＝ｆ（ｘ）的反函数

※ 考研数学所涉及的函数

１基本初等函数

（１）幂函数：ｙ＝ｘα（α∈ Ｒ是常数）；　　　　（２）指数函数：ｙ＝ａｘ（ａ＞０且 ａ

≠１）；
（３）对数函数：ｙ＝ｌｏｇａｘａ＞０且ａ≠１( )； （４）正弦函数：ｙ＝ｓｉｎｘ；
（５）余弦函数：ｙ＝ｃｏｓｘ； （６）正切函数：ｙ＝ｔａｎｘ；
（７）反正弦函数：ｙ＝ａｒｃｓｉｎｘ； （８）反余弦函数：ｙ＝ａｒｃｃｏｓｘ；
（９）反正切函数：ｙ＝ａｒｃｔａｎｘ

２初等函数

由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可用

一个式子表示的函数称为初等函数

３分段函数

函数在不同区间上的表达式不同例如：绝对值函数

ｙ＝ ｘ＝
ｘ，　 ｘ≥０
－ｘ，ｘ＜０{

４极限函数

函数表达式由极限给出例如：

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１－ｘ
１＋ｘ２ｎ

·２·
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５隐函数

由一个方程所确定的ｙ与ｘ的函数关系，称为隐函数例如：
ｙ－ｘ＝ｅｙ－１( )

６参数方程所确定的函数

由一个参数方程所确定的ｙ与ｘ的函数关系例如：
ｘ＝ｔａｎｔ
ｙ＝ｔ＋ｃｏｓｔ{ ，　ｔ∈ －π

２
，
π
２( )

７幂指数函数

ｙ＝ｕ（ｘ）ｖ（ｘ）

８积分上限函数

Ｆ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ

９幂级数的和函数

Ｓ（ｘ）＝∑
∞

ｎ＝０
ａｎｘ

ｎ

※ 经典练习

练习１：（２００１数二）ｆ（ｘ）＝
１， ｘ≤１
０， ｘ＞１{ ，则ｆｆｆ（ｘ）[ ]{ }＝（　　）

Ａ０　　Ｂ１　　Ｃ
１， ｘ≤１
０， ｘ＞１{ 　　Ｄ

０， ｘ≤１
１， ｘ＞１{

练习２：已知函数ｆ（ｘ）为奇函数，且当ｘ∈ ０，π
２( )时，ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ－ｃｏｓｘ＋２，则当 ｘ

∈ －π
２
，０( )时，ｆ（ｘ）＝　　　　

１２　 极 　　 限

※ 基础知识

一、极限定义

（１）数列极限（ε－Ｎ定义）：ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｘｎ＝ａ对于任意的ε＞０（无论ε多么小），都存在

·３·
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一个正整数Ｎ，当ｎ＞Ｎ时， ｘｎ－ａ ＜ε
（２）函数极限（ε－δ定义）：ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ对于任意的ε＞０（无论ε多么小），都存在

一个正数δ，当０＜ ｘ－ｘ０ ＜δ时， ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε
（３）函数极限（ε－Ｘ定义）：ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ对于任意的ε＞０（无论ε多么小），都存在

一个正数Ｘ，当 ｘ＞Ｘ时， ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε
（４）函数左极限：ｆｘ－０( )＝ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０
ｆ（ｘ）＝Ａ对于任意的ε＞０（无论ε多么小），都存在一

个正数δ，当ｘ０－δ＜ｘ＜ｘ０时， ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε

（５）函数右极限：ｆｘ＋０( )＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０
ｆ（ｘ）＝Ａ对于任意的ε＞０（无论ε多么小），都存在一

个正数δ，当ｘ０ ＜ｘ＜ｘ０＋δ时， ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε
（６）无穷小： 如果 ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝０（或ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝０），则称函数ｆ（ｘ）为当ｘ→ｘ０（或ｘ→∞）

时的无穷小
（７）无穷小的比较：设α（ｘ），β（ｘ）为当ｘ→ｘ０（或ｘ→∞）时的无穷小，且

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

α
β
＝Ｃ　或　ｌｉｍ

ｘ→∞

α
β
＝Ｃ

那么：

（１）若Ｃ＝０，则称α为比β高阶的无穷小，记为α＝ｏβ()；

（２）若Ｃ＝∞，则称α为比β低阶的无穷小；
（３）若Ｃ＝１，则称α与β为等价无穷小，记为α～β；
（４）若Ｃ≠０，１，∞，则称α与β为同阶无穷小；

（５）若 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

α
βｋ
＝Ｃ≠０或ｌｉｍ

ｘ→∞

α
βｋ
＝Ｃ≠０，则称α是β的ｋ阶无穷小

二、极限的性质

这里只给出ｘ→ｘ０时函数极限的性质，需要指出的是“数列极限以及ｘ→∞时函数极

限也有相同的性质”
性质１（唯一性）　如果ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）存在，则极限唯一

性质 ２（局部有界性）　 如果ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ， 则存在常数 δ ＞ ０，Ｍ ＞ ０，

当０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ时，有｜ｆ（ｘ）｜≤Ｍ
性质３（局部保号性）　如果ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，且 Ａ＞０（或 Ａ＜０），则存在常数 δ＞０，

当０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ时，有ｆ（ｘ）＞０（或ｆ（ｘ）＜０）

证明：若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ＞０，则由函数极限的定义，对于ε＝Ａ２

＞０，存在一个δ＞０，

当０＜｜ｘ－ｘ０｜＜δ时，有 ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε，故

ｆ（ｘ）＞Ａ－ε＝Ａ－Ａ２
＝Ａ
２
＞０

·４·
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同理，若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ＜０，则由函数极限的定义，对于ε＝－Ａ２

＞０，存在一个δ１ ＞

０，当０＜ ｘ－ｘ０ ＜δ１时，有 ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε，故

ｆ（ｘ）＜Ａ＋ε＝Ａ－Ａ２
＝Ａ
２
＜０

性质３′（局部保号性升级版）　 如果ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ≠ ０，则存在常数 δ＞０，当 ０＜

ｘ－ｘ０ ＜δ时，有 ｆ（ｘ） ＞ Ａ
２


证明：因为ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ≠ ０，则由函数极限的定义，对于 ε＝ Ａ

２
＞０，存在一

个δ＞０，当０＜ ｘ－ｘ０ ＜δ时，有 ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε，所以当０＜ ｘ－ｘ０ ＜δ时，有

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ）－Ａ＋Ａ≥ Ａ－ ｆ（ｘ）－Ａ ＞ Ａ－ε＝ Ａ－ Ａ
２
＝ Ａ
２

性质４（归并性质）　设ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，数列 ｘｎ{ }是函数ｆ（ｘ）定义域内任意一个收敛于ｘ０

的数列，满足ｘｎ≠ｘ０，则对应的函数列 ｆｘｎ( ){ }存在极限，且ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｆｘｎ( )＝Ａ

证明：因为ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ，则由函数极限的定义，对于任意的ε＞０，存在一个δ＞０，

当０＜ ｘ－ｘ０ ＜δ时，有 ｆ（ｘ）－Ａ ＜ε又因为ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｘｎ＝ｘ０，所以对于上面的δ＞０，存

在一个整数Ｎ＞０，当ｎ＞Ｎ时，有 ｘｎ－ｘ０ ＜δ
再由 ｘｎ≠ ｘ０， 得 ｘｎ－ｘ０ ＞０， 所以当 ｎ＞Ｎ时，０＜ ｘｎ－ｘ０ ＜δ， 从而

ｆｘｎ( )－Ａ ＜ε因此ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｆｘｎ( )＝Ａ

三、极限的运算公式

定理１１　设 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）＝Ａ， ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｇ（ｘ）＝Ｂ那么

（１）和、差的极限： ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）[ ]＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）±ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｇ（ｘ）＝Ａ±Ｂ

（２）积的极限： ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）[ ]＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｇ（ｘ）＝ＡＢ

（３）商的极限： ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

＝

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｇ（ｘ）
＝Ａ
Ｂ
Ｂ≠０( )

（４）幂指数函数的极限： ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝[ｌｉｍｘ→ｘ０（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）]
ｌｉｍｇ（ｘ）
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）＝ＡＢ Ａ＞０( )

１复合函数极限运算法则

若ｌｉｍ
ｕ→ｕ０
ｆｕ()＝Ａ，ｕ＝ｇ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｇ（ｘ）＝ｕ０，且存在δ＞０，使得对任意的ｘ∈Ｕ

°
ｘ０，δ( )，

ｇ（ｘ）≠ｕ０恒成立

·５·
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２函数极限与无穷小的关系

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ当且仅当ｆ（ｘ）＝Ａ＋α（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
α（ｘ）＝０

※ 考研极限题型

题型１　抓大头：当 ｘ→＋∞ 时，ｌｏｇａｘ ｘμ ａ
ｘ ｘｘ（“”表示远小于），其

中ａ＞１，μ＞０当ｎ→＋∞时，ｌｏｇａｎｎμａ
ｎｎ！ｎｎ

例１　计算ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ＋２ｘ＋ｃｏｓｘｘ

２ｅｘ＋ｘ１００＋ｌｎｘ


解：ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ＋２ｘ＋ｃｏｓｘｘ

２ｅｘ＋ｘ１００＋ｌｎｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｅｘ

２ｅｘ
＝１
２


题型２　等价无穷小型：应用等价无穷小公式求极限
等价无穷小公式：当ｘ→０时，有

１－ｃｏｓｘ～１
２
ｘ２ ～ｓｅｃｘ－１，（１＋ｘ）α－１～αｘ

ｘ～ｓｉｎｘ～ａｒｃｓｉｎｘ～ｔａｎｘ～ａｒｃｔａｎｘ～ｌｎ（１＋ｘ）～ｅｘ－１
定理１２　设α，α′，β，β′为当ｘ→ｘ０时的无穷小，并且α～α′，β～β′，则有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

α
β
＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

α′
β′

操作规则：极限函数中若某个因式可用等价无穷小代换，则直接代换若是和或差的
形式，则不可代换，此时需要借助麦克劳林公式进行求解

例２　计算 ｌｉｍ
ｘ→０

（ｅｘ－１）（１－ｃｏｓｘ）
ｌｎ（１＋ｘ３）



解：ｌｉｍ
ｘ→０

（ｅｘ－１）（１－ｃｏｓｘ）
ｌｎ（１＋ｘ３）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ×１
２
ｘ２

ｘ３
＝１
２


注：上面例题中求极限的函数包括三个部分：ｅｘ－１，１－ｃｏｓｘ，ｌｎ１＋ｘ３( )每一个部
分都是被求极限函数的因式，因此等价无穷小可以直接代换

例３　计算 ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｘ
ｘ（ｓｅｃｘ－１）



解：ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｘ
ｘ（ｓｅｃｘ－１）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ １
３！
ｘ３＋ｏｘ３( )( )－ｘ
ｘ×１
２
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

－ １
３！
ｘ３＋ｏｘ３( )

１
２
ｘ３

＝－１
３

注：上面例题中求极限的函数中式子 ｓｅｃｘ－１，ｓｉｎｘ有对应的等价无穷小量，但是由
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于ｓｉｎｘ部分是差的形式，因此这一部分不能直接代换成等价无穷小ｘ，而是采用将ｓｉｎｘ展
开到ｘ３项的麦克劳林公式ｓｅｃｘ－１是极限函数中的一个因式，因此可直接代换成等价无穷

小
１
２
ｘ２

题型３　麦克劳林公式型：应用麦克劳林公式求极限
麦克劳林公式：

（１）ｅｘ＝１＋ｘ＋ｘ
２

２！
＋… ＋ｘ

ｎ

ｎ！
＋ｏｘｎ( )，ｎ＝０，１，２，…；

（２）ｓｉｎｘ＝ｘ－ｘ
３

３！
＋… ＋ －１( )ｎ

ｘ２ｎ＋１

２ｎ＋１( )！
＋ｏｘ２ｎ＋１( )，ｎ＝０，１，２，…；

（３）ｃｏｓｘ＝１－ｘ
２

２！
＋… ＋ －１( )ｎ

ｘ２ｎ

２ｎ( )！
＋ｏｘ２ｎ( )，ｎ＝０，１，２，…；

（４）（１＋ｘ）α＝１＋αｘ＋αα－１( )

２！
ｘ２＋… ＋αα－１( )α－２( )… α－ｎ＋１( )

ｎ！
ｘｎ＋

ｏｘｎ( )，ｎ＝０，１，２，…；

（５）ａｒｃｔａｎｘ＝ｘ－ｘ
３

３
＋… ＋ －１( )ｎ

ｘ２ｎ＋１

２ｎ＋１( )
＋ｏｘ２ｎ＋１( )，ｎ＝０，１，２，…；

（６）ｌｎ（１＋ｘ）＝ｘ－ｘ
２

２
＋… ＋ －１( )ｎ

ｘｎ＋１

ｎ＋１( )
＋ｏｘｎ＋１( )，ｎ＝０，１，２，…；

（７）ａｒｃｓｉｎｘ＝ｘ＋ｘ
３

３！
＋ｏｘ３( )；

（８）ｔａｎｘ＝ｘ＋ｘ
３

３
＋ｏｘ３( )

操作规则：极限函数中若已知分母或分子是ａｘｋ（其中ａ，ｋ是常数）的形式，则可将极限
函数中的相应函数展开到ｘｋ项的麦克劳林公式，此时极限便可轻易求解

例４　计算 ｌｉｍ
ｘ→０

ａｒｃｔａｎｘ－ｘ
１
６
ｘ３



解：ｌｉｍ
ｘ→０

ａｒｃｔａｎｘ－ｘ
１
６
ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－１
３
ｘ３＋ｏｘ３( )( )－ｘ
１
６
ｘ３

＝ｌｉｍ
ｘ→０

－１
３
ｘ３＋ｏｘ３( )

１
６
ｘ３

＝－２

题型４　洛必达法则型：对于０
０
或
∞
∞
型未定式可用下面洛必达法则求解极限

定理１３　 设 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）＝０（或 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）＝∞）， ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｇ（ｘ）＝０（或 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｇ（ｘ）＝∞），

ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）在ｘ０点的一个去心邻域内可导，且ｇ′（ｘ）≠０，则有

ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
（ｘ→∞）

ｆ′（ｘ）
ｇ′（ｘ）

例５　计算 ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｘ
ｘ（ｓｅｃｘ－１）


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解：ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｘ
ｘ（ｓｅｃｘ－１）

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｘ

ｘ·１
２
ｘ２
＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｘ
１
２
ｘ３
＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｃｏｓｘ－１
３
２
ｘ２
＝ｌｉｍ
ｘ→０

－１
２
ｘ２

３
２
ｘ２
＝－１

３


例６　（２０１５数一）计算 ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎｃｏｓｘ( )

ｘ２


解：ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎｃｏｓｘ( )

ｘ２
＝ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｃｏｓｘ
· －ｓｉｎｘ( )

２ｘ
＝－１
２
ｌｉｍ
ｘ→０

ｔａｎｘ
ｘ
＝－１
２


注：下面５种形式的未定式可转换成０
０
或
∞
∞
型未定式进行求解

（１）∞ －∞型

例７　计算 ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｌｎ（１＋ｘ）

－１
ｘ[ ]

解：ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｌｎ（１＋ｘ）

－１
ｘ[ ]＝ｌｉｍｘ→０

ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）
ｘｌｎ（１＋ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１－ １
１＋ｘ
２ｘ

＝ １
２


（２）０·∞型
例８　计算 ｌｉｍ

ｘ→０＋
ｘｌｎｘ

解：ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｘｌｎｘ＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

ｌｎｘ
１
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１
ｘ

－１
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

－ｘ( )＝０

（３）∞０型

例９　计算 ｌｉｍ
ｘ→＋∞
ｘ
１
ｘ

解：ｌｉｍ
ｘ→＋!
ｘ
１
ｘ ＝ｌｉｍ

ｘ→＋!
ｅｌｎ ｘ

１
ｘ()＝ｌｉｍ

ｘ→＋!
ｅ
１
ｘｌｎｘ＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→＋!

ｌｎｘ
ｘ ＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→＋!

１
ｘ()
１ ＝ｅ０＝１

（４）００型

例１０　计算 ｌｉｍ
ｘ→＋!

ｘ
１
ｘ －１( )

１
ｌｎ（１＋ｘ）

解：ｌｉｍ
ｘ→＋!
（ｘ

１
ｘ －１）

１
ｌｎ（１＋ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→＋!
ｅ

１
ｌｎ（１＋ｘ）－ｘｌｎ（ｘ

１
ｘ－１）＝ｅ

ｌｉｍ
ｘ→＋!

ｌｎ（ｅ
ｌｎｘ
ｘ－１）

ｌｎ（１＋ｘ） ＝ｅ
ｌｉｍ
ｘ→∞

ｌｎ ｌｎｘ
ｘ()

ｌｎ（１＋ｘ）

＝ｅｌｉｍｘ→＋∞

１

ｅｌｎｘｘ
－１
·ｅｌｎｘｘ·

１
ｘ·ｘ
－ｌｎｘ

ｘ２

１
１＋ｘ

＝ｅｌｉｍｘ→＋∞
ｘ
ｌｎｘ·
１－ｌｎｘ
ｘ２
１
１＋ｘ
＝ｅｌｉｍｘ→＋∞

１－ｌｎｘ
ｌｎｘ·

１＋ｘ
ｘ ＝ｅ－１

（５）１∞ 型：需要借助于第二个重要极限：ｌｉｍ
ｘ→０
（１＋ｘ）

１
ｘ ＝ｅ＝ｌｉｍ

ｘ→∞
１＋１

ｘ( )
ｘ



例１１　计算 ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ[ ]

１
ｘ


解：ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ[ ]

１
ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→０
１＋ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ

ｘ[ ]
１
ｘ

·８·



西
北
工
业
大
学
出
版
社

模块一 　函数、极限与连续 ?

＝ｌｉｍ
ｘ→０

１＋ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ
ｘ[ ]

ｘ
ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ

{ }
ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ

ｘ ·
１
ｘ

＝ｅ
ｌｉｍ
ｘ→０
ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ
ｘ２ ＝ｅｌｉｍｘ→０

ｘ－１２ｘ
２＋ｏ（ｘ２）－ｘ

ｘ２ ＝ｅ－
１
２

注：１∞ 型的未定式在考研极限题型中出现的频率较高，因此该题型的解法应给予重视
题型５　归并性质型：利用极限的归并性质，将一个函数列的极限问题转换成函数的

极限问题，再利用相应的方法求解

例１２　计算ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｎ２ ｌｎ１＋

１
ｎ( )－１ｎ[ ]

解：ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｎ２ ｌｎ１＋

１
ｎ( )－１ｎ[ ]＝ｌｉｍｎ→＋∞

ｌｎ１＋１ｎ( )－１ｎ
１
ｎ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｌｎ（１＋ｘ）－ｘ
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｘ－１
２
ｘ２＋ｏｘ２( )[ ]－ｘ
ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

－１
２
ｘ２＋ｏｘ２( )

ｘ２
＝－１
２

题型６　定积分定义型：ｌｉｍ
ｎ→∞
∑
ｎ

ｉ＝１
ｆａｉｎ( )１ｎ＝∫

１

０
ｆａｘ( )ｄｘ

注：从极限到定积分的变换步骤为

（１）ｌｉｍ
ｎ→∞
∑
ｎ

ｉ＝１
→∫

１

０
；

（２）ｆａ· ｉｎ( )→ｆａｘ( )（即
ｉ
ｎ→

ｘ）；

（３）１
ｎ→

ｄｘ

例１３　（２０１７数一）计算 ｌｉｍ
ｎ→∞
∑
ｎ

ｉ＝１

ｉ
ｎ２
ｌｎ１＋ｉｎ( )

解：ｌｉｍ
ｎ→∞
∑
ｎ

ｉ＝１

ｉ
ｎ２
ｌｎ１＋ｉｎ( )＝ｌｉｍｎ→∞∑

ｎ

ｉ＝１

ｉ
ｎ
ｌｎ１＋ｉｎ( )[ ]１ｎ＝∫

１

０
ｘｌｎ（１＋ｘ）ｄｘ

＝１
２∫

１

０
ｌｎ（１＋ｘ）ｄｘ２＝１２

ｘ２ｌｎ（１＋ｘ）
１

０
－１
２∫

１

０
ｘ２ｄｌｎ（１＋ｘ）

＝１
２
ｌｎ２－１

２∫
１

０
ｘ２ １
１＋ｘ

ｄｘ＝１
２
ｌｎ２－１

２∫
１

０

ｘ２－１＋１
１＋ｘ

ｄｘ

＝１
２
ｌｎ２－１

２∫
１

０
ｘ－１( )＋ １

１＋ｘ[ ]ｄｘ＝１２ｌｎ２－
１
２∫

１

０
ｘ－１( )ｄｘ－１

２∫
１

０

１
１＋ｘ

ｄｘ

＝ １
２
ｌｎ２－１

２
１
２
ｘ２－ｘ( )

１

０
－１
２
ｌｎ（１＋ｘ）１

０＝
１
２
ｌｎ２－１

２
１
２
－１( )－１２ｌｎ２＝

１
４

注：此题中 ｆｉｎ( )＝ｉｎｌｎ１＋
ｉ
ｎ( )→ｆ（ｘ）＝ｘｌｎ（１＋ｘ）

题型７　夹逼定理型：此类型题的特点是：①数列为分式连加的形式；②根据已知条
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件能得到数列的大小关系
定理１４　设数列 ａｎ{ }， ｂｎ{ }， ｃｎ{ }满足：①ｂｎ≤ａｎ≤ｃｎ，ｎ；②ｌｉｍｎ→∞ｂｎ

＝ｌｉｍ
ｎ→∞
ｃｎ＝ａ

则有 ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝ａ

例１４　计算ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２＋１

＋ ２
ｎ２＋２

＋… ＋ ｎ
ｎ２＋ｎ( )

解：因为

１
２
＝

１
２
ｎｎ＋１( )

ｎ２＋ｎ
＝１＋２＋… ＋ｎ

ｎ２＋ｎ
＝ １
ｎ２＋ｎ

＋ ２
ｎ２＋ｎ

＋… ＋ ｎ
ｎ２＋ｎ

≤

１
ｎ２＋１

＋ ２
ｎ２＋２

＋… ＋ ｎ
ｎ２＋ｎ

≤ １
ｎ２
＋２
ｎ２
＋… ＋ｎ

ｎ２
≤

１＋２＋… ＋ｎ
ｎ２

＝

１
２
ｎｎ＋１( )

ｎ２
＝１
２
１＋１

ｎ( )

并且ｌｉｍ
ｎ→∞

１
２
１＋１

ｎ( )＝１２，所以 ｌｉｍｎ→∞
１

ｎ２＋１
＋ ２
ｎ２＋２

＋… ＋ ｎ
ｎ２＋ｎ( )＝１２

例１５　（２０１０数一）设数列ａｎ＝∫
１

０
ｌｎｘ ｌｎ（１＋ｘ）[ ]ｎｄｘ，ｎ＝１，２，３，…计算 ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ

解：令ｆ（ｘ）＝ｘ－ｌｎ（１＋ｘ），ｘ∈ ０，１[ ]，则ｆ（０）＝０

因为当ｘ∈ ０，１[ ]时，ｆ′（ｔ）＝１－ １
１＋ｔ

＝ ｔ
１＋ｔ

＞０，所以ｆ（ｘ）在 ０，１[ ]上单调递增

因此当ｘ∈ ０，１( ]时，ｆ（ｘ）＞０，即ｌｎ（１＋ｘ）＜ｘ于是

ａｎ＝∫
１

０
ｌｎｘ ｌｎ（１＋ｘ）[ ]ｎｄｘ≤∫

１

０
ｌｎｘｘｎｄｘ＝－∫

１

０
ｘｎｌｎｘｄｘ

＝－ １
ｎ＋１∫

１

０
ｌｎｘｄｘｎ＋１＝－ １

ｎ＋１
ｘｎ＋１ｌｎｘ( ) １

０＋
１
ｎ＋１∫

１

０
ｘｎ＋１ｄｌｎｘ

＝ １
ｎ＋１∫

１

０
ｘｎ＋１·１

ｘ
ｄｘ＝ １

ｎ＋１∫
１

０
ｘｎｄｘ

＝ １
ｎ＋１

１
ｎ＋１

ｘｎ＋１( )
１

０
＝ １
ｎ＋１( )２



因为ｌｉｍ
ｎ→∞

１
（ｎ＋１）２

＝０，且ａｎ≥０，所以 ｌｉｍｎ→∞ａｎ
＝０

题型８　单调有界原理型：利用单调有界原理证明数列极限存在
定理１５（单调有界原理）　设数列 ａｎ{ }满足：①ａｎ＋１≤ａｎ，ｎ（或ａｎ＋１≥ａｎ，ｎ）；

②存在常数Ｍ＞０，使得 ｜ａｎ｜≤Ｍ，ｎ那么数列｛ａｎ｝必有极限

例１６　设ａ１＝２，ａｎ＋１＝
１
２
ａｎ＋

１
ａｎ( )，ｎ＝２，３，４，…证明ｌｉｍｎ→∞ａｎ存在，并求此极限

证明：先证有界性（应用数学归纳法）：ａ１＝ ２＞１（归纳奠基），假设当 ｎ≤ ｋ
时，ａｎ ＞１（归纳假设）成立，则当ｎ＝ｋ＋１时，有

·０１·
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ａｋ＋１＝
１
２
ａｋ＋

１
ａｋ( )＞１２·２ ａｋ·

１
ａｋ槡
＝１（归纳证明）

因此，ａｎ ＞１，ｎ
再证单调性：因为对于任意的ｎ，有

ａｎ＋１－ａｎ＝
１
２
ａｎ＋

１
ａｎ( )－ａｎ＝１２ａｎ－

ａｎ
２
＝１
－ａ２ｎ
２ａｎ

＜０

所以，数列 ａｎ{ }单调递减，因此ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ存在设ｌｉｍｎ→∞ａｎ

＝ａ，在等式ａｎ＋１＝
１
２
ａｎ＋

１
ａｎ( )两端

令ｎ→∞取极限得

ａ＝１
２
ａ＋１

ａ( )
解得ａ＝１，ａ＝－１（舍）所以 ｌｉｍ

ｎ→∞
ａｎ＝１

注：此类题的分析方法为

（１）利用已知项先判断数列的单调性如上题容易求得ａ２＝
５
４
，于是ａ２－ａ１＝

５
４
－２

＝－３
４
＜０，所以可以猜想数列 ａｎ{ }单调递减

（２）计算ａｎ＋１－ａｎ从中得出使（１）中得到的单调性成立的条件（通常为数列的上界或下

界）如上题ａｎ＋１－ａｎ＝
１－ａ２ｎ
２ａｎ

，因此要使数列单调递减，则必须ａｎ＞１（得到数列的下界）

（３）用数学归纳法证明（２）中判断出来的数列有上界或有下界成立
（４）要注意的是，分析过程是（１）～（３），但是答题时要先写（３），后写（２）

※ 经典练习

练习１：（１）计算 ｌｉｍ
ｘ→０
２－ｌｎ（１＋ｘ）

ｘ( )
１
ｘ
； （２）计算 ｌｉｍ

ｘ→０
ｃｏｓｘ( )

１
ｓｉｎｘ２

练习２：计算 ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２＋ｎ＋１

＋ ２
ｎ２＋ｎ＋２

＋… ＋ ｎ
ｎ２＋ｎ＋ｎ( )

练习３：计算 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｉｎπ
ｎ

ｎ２＋１
＋
２ｓｉｎ２π

ｎ

ｎ２＋１
２

＋… ＋ｎｓｉｎπ

ｎ２＋１
ｎ



练习４：ａ１＝１０，ａｎ＋１＝ ６＋ａ槡 ｎ，ｎ＝１，２，３，…，证明ｌｉｍｎ→∞ａｎ存在，并求此极限

·１１·
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１３　 连 　　 续

※ 基础知识

一、基本概念

１函数连续定义

设函数ｆ（ｘ）在点ｘ０的某一邻域内有定义，若ｌｉｍｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝ｆｘ０( )，则称函数ｆ（ｘ）在点ｘ０连

续若ｆ（ｘ）在集合Ｉ上每一点都是连续的，则称ｆ（ｘ）在集合Ｉ上连续

２间断点定义

若函数ｆ（ｘ）在点ｘ０的某去心邻域内有定义，如果具有下列情形之一：①在ｘ＝ｘ０没有

定义；②虽在ｘ＝ｘ０有定义，但ｌｉｍｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）不存在；③虽在ｘ＝ｘ０有定义，但ｌｉｍｘ→ｘ０

ｆ（ｘ）＝Ａ≠

ｆｘ０( )，则称ｘ０为ｆ（ｘ）的间断点

３间断点类型定义

设函数ｆ（ｘ）在点ｘ０的某个去心邻域内有定义，且ｘ０是ｆ（ｘ）的间断点，则

（１）若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝Ａ≠ｆｘ０( )，则称ｘ０是ｆ（ｘ）的可去间断点

（２）若ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０
ｆ（ｘ）＝Ａ，ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０
ｆ（ｘ）＝Ｂ≠Ａ，则称ｘ０是ｆ（ｘ）的跳跃间断点

（３）若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０
ｆ（ｘ）＝∞，则称ｘ０是ｆ（ｘ）的无穷间断点

（４）若ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０
ｆ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０
ｆ（ｘ）都存在，则称ｘ０是ｆ（ｘ）的第一类间断点

（５）（若ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０
ｆ（ｘ），ｌｉｍ

ｘ→ｘ－０
ｆ（ｘ）其中有一个不存在，则称ｘ０是ｆ（ｘ）的第二类间断点

二、闭区间上连续函数的性质

性质１（最大值、最小值定理）　闭区间上的连续函数一定有界，且一定能取到最小值
与最大值

性质２（介值定理）　设ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，常数ｍ，Ｍ分别为函数ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］
上的最小值与最大值，数Ｃ∈ ｍ，Ｍ[ ]则至少存在一点ξ∈［ａ，ｂ］，使得ｆξ()＝Ｃ

三、连续函数的运算公式

定理１６　设函数ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）在点ｘ０处连续，则

（１）ｆ（ｘ）±ｇ（ｘ）在点ｘ０处连续；

·２１·
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（２）ｆ（ｘ）·ｇ（ｘ）在点ｘ０处连续；

（３）ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）

（当ｇｘ０( )≠０时）在点ｘ０处连续

定理１７　设函数ｙ＝ｆｕ()在ｕ＝ｕ０处连续，而函数ｕ＝ｇ（ｘ）在点ｘ＝ｘ０处连续， 且

ｇｘ０( )＝ｕ０，则复合函数ｙ＝ｆｇ（ｘ）( )在点ｘ０处连续

定理１８　设定义在区间Ｉｘ上的函数ｙ＝ｆ（ｘ）在该区间上单调增加（或单调减少）且连

续，则它的反函数ｘ＝ｆ－１（ｙ）存在，并且在对应的区间Ｉｙ上单调增加（或单调减少）且连续

※ 经典练习

练习：设函数ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，ａ＜ｘ１＜ｘ２＜… ＜ｘｎ＜ｂ，且Ｔ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｔｉ，其

中ｔ１＞０，ｔ２＞０，…，ｔｎ＞０则在区间［ｘ１，ｘｎ］内至少存在一点ξ，使得ｆ（ξ）

＝１
Ｔ
［ｔ１ｆ（ｘ１）＋ｔ２ｆ（ｘ２）＋… ＋ｔｎｆ（ｘｎ）］

１４　 极限的应用

一、分段函数分段点处连续性的判断

先求分点处的左、右极限，然后判断左、右极限是否与该点处的函数值相等

例１７　函数ｆ（ｘ）＝

２１－ｃｏｓｘ( )

ｘ２
，　　 ｘ＜０

１，　　　　　　　 ｘ＝０

２
ｘｓｉｎｘ∫

ｘ

０
ｌｎ１＋ｔ( )ｄｔ，ｘ＞０

，讨论函数ｆ（ｘ）的连续性

解：显然ｆ（ｘ）在ｘ＜０与ｘ＞０的区域上连续又因为

ｆ０－( )＝ｌｉｍ
ｘ→０－
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０－

２１－ｃｏｓｘ( )

ｘ２
＝ｌｉｍ
ｘ→０－

２×１
２
ｘ２

ｘ２
＝１＝ｆ（０）

ｆ０＋( )＝ｌｉｍ
ｘ→０＋
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０＋

２∫
ｘ

０
ｌｎ１＋ｔ( )ｄｔ

ｘｓｉｎｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

２∫
ｘ

０
ｌｎ１＋ｔ( )ｄｔ

ｘ２

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

２ｌｎ（１＋ｘ）
２ｘ

＝１＝ｆ（０）

所以函数在ｘ＝０处也连续，于是函数在 －∞， ＋∞( )上连续

·３１·
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二、间断点类型的判断：利用间断点类型的定义判断间断点类型

例１８　（２０１３数二、三）函数ｆ（ｘ）＝ ｘｘ－１
ｘ（ｘ＋１）ｌｎｘ

的可去间断点的个数为（　　）

Ａ０　　　　　　Ｂ１　　　　　　Ｃ２　　　　　　Ｄ３
解：容易看出函数ｆ（ｘ）的间断点为 －１，０，１因为

ｌｉｍ
ｘ→－１
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→－１

ｘｘ－１
ｘｘ＋１( )ｌｎｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→－１

ｅｘｌｎ ｘ－１
ｘｘ＋１( )ｌｎｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→－１

ｘｌｎｘ
ｘｘ＋１( )ｌｎｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→－１

１
ｘ＋１

＝∞

ｌｉｍ
ｘ→０
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→０

１
ｘ＋１

＝１

ｌｉｍ
ｘ→１
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→１

１
ｘ＋１

＝１
２

所以 －１为无穷间断点，而０，１为可去间断点，因此Ｃ为正确答案

三、确定函数渐近线：利用渐近线的定义求函数渐近线

（１）垂直渐近线：若ｌｉｍ
ｘ→ｃ
ｆ（ｘ）＝∞，则称直线ｘ＝ｃ为函数ｆ（ｘ）的垂直渐近线

（２）水平渐近线：若ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝Ａ，则称直线ｙ＝Ａ为函数ｆ（ｘ）的水平渐近线

（３）斜渐近线：若ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｘ
＝ｋ≠０，且ｌｉｍ

ｘ→∞
ｆ（ｘ）－ｋｘ[ ]＝ｂ，则称直线ｙ＝ｋｘ＋ｂ为函数

ｆ（ｘ）的斜渐近线
注：从垂（铅）直渐近线的定义可知：函数ｆ（ｘ）有垂（铅）直渐近线函数ｆ（ｘ）有无

穷间断点因此求渐近线时应首先求出间断点处的极限，若等于无穷，则函数有垂（铅）直
渐近线，否则，无垂（铅）直渐近线

例１９　（２０１２数一）曲线ｆ（ｘ）＝ｘ
２＋ｘ
ｘ２－１

的渐近线条数为（　　）

Ａ０　　　　　　Ｂ１　　　　　　Ｃ２　　　　　　Ｄ３
解：因为 －１，１是函数的间断点，并且

ｌｉｍ
ｘ→１
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→１

ｘ２＋ｘ
ｘ２－１

＝ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ
ｘ－１

＝∞，　ｌｉｍ
ｘ→－１
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→－１

ｘ２＋ｘ
ｘ２－１

＝ｌｉｍ
ｘ→－１

ｘ
ｘ－１

＝１
２

又因为

ｌｉｍ
ｘ→∞
ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｘ→∞

ｘ２＋ｘ
ｘ２－１

＝ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１
ｘ

１－１
ｘ２

＝１

·４１·
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ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２＋ｘ
ｘ２－１

·
１
ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→∞

１＋１
ｘ

１－１
ｘ２
·
１
ｘ
＝０

所以有一条垂直渐近线ｘ＝１和一条水平渐近线ｙ＝１，无斜渐近线因此应选Ｃ

四、分段函数分段点处可微性的判断

先求分点处的左、右导数，然后判断左、右导数是否相等若左、右导数相等，则函

数在该点可微，否则不可微

例２０　（２０１６数一、二、三）已知函数ｆ（ｘ）＝
ｘ，　ｘ≤０
１
ｎ
，

１
ｎ＋１

＜ｘ≤ １ｎ
，ｎ＝１，２，３，…{ ，

则（　　）
Ａｘ＝０是ｆ（ｘ）的第一类间断点　　　　Ｂｘ＝０是ｆ（ｘ）的第二类间断点
Ｃｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续但不可导 Ｄｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导

解：因为ｎ，当 １
ｎ＋１

＜ｘ≤ １ｎ
时，有１≤ １ｎｘ

＜１＋１
ｎ
；于是，当

１
ｎ＋１

＜ｘ≤ １ｎ

时，有ｌｉｍ
ｘ→０＋

１＋１
ｎ( )＝ｌｉｍｎ→＋∞

１＋１
ｎ( )＝１

所以当
１
ｎ＋１

＜ｘ≤ １ｎ
时，ｌｉｍ

ｘ→０＋

１
ｎｘ
＝１从而当 １

ｎ＋１
＜ｘ≤ １ｎ

时，有

ｆ′＋（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１
ｎ
－０

ｘ
＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１
ｎｘ
＝１

又因为 ｆ′－（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ

＝ｌｉｍ
ｘ→０－

ｘ－０
ｘ
＝１，所以函数ｆ（ｘ）在ｘ＝０处可导

因此正确答案为Ｄ

１５　 战 前 演 练

※ 基本功训练

一、选择题

１（１９８９数一）当ｘ＞０时，曲线ｙ＝ｘｓｉｎ１
ｘ
满足（　　）

·５１·
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Ａ有且仅有水平渐近线　　　　　Ｂ有且仅有垂直渐近线
Ｃ既有水平又有垂直渐近线 Ｄ既无水平又无垂直渐近线

２（１９９１数一）曲线ｙ＝１＋ｅ
－ｘ２

１－ｅ－ｘ２
满足（　　）

Ａ没有渐近线
Ｂ仅有水平渐近线
Ｃ仅有垂直渐近线
Ｄ既有水平渐近线又有垂直渐近线

３（１９９２数一）当ｘ→１时，函数ｘ
２－１
ｘ－１

ｅ
１
ｘ－１的极限为（　　）

Ａ等于２ Ｂ等于０
Ｃ等于∞ Ｄ不存在但不等于∞

４（１９９３数一）设ｆ（ｘ）＝∫　
ｓｉｎｘ

０
ｓｉｎｔ２()ｄｔ，ｇ（ｘ）＝ｘ３＋ｘ４，则当 ｘ→０时，ｆ（ｘ）是 ｇ（ｘ）

的（　　）
Ａ等价无穷小 Ｂ同阶但非等价的无穷小
Ｃ高阶无穷小 Ｄ低阶无穷小

５（１９９４数一）ｌｉｍ
ｘ→０

ａｔａｎｘ＋ｂ１－ｃｏｓｘ( )

ｃｌｎ１－２ｘ( )＋ｄ１－ｅ２( )
＝２，其中ａ２＋ｃ２≠０，则必有（　　）

Ａｂ＝４ｄ　　　 Ｂｂ＝－４ｄ　 　　Ｃａ＝４ｃ　　　Ｄａ＝－４ｃ

６（２００３数一）设 ａｎ{ }， ｂｎ{ }， ｃｎ{ }均为非负数列，且ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎ＝０，ｌｉｍｎ→∞ｂｎ

＝１，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｃｎ＝

∞，则必有（　　）

Ａａｎ ＜ｂｎ对于任意的ｎ成立　　　　　　Ｂｂｎ ＜ｃｎ对于任意的ｎ成立

Ｃ极限ｌｉｍ
ｎ→∞
ａｎｃｎ不存在 Ｄ极限ｌｉｍ

ｎ→∞
ｂｎｃｎ不存在

７（２００７数一）当ｘ→０＋时，与槡ｘ等价的无穷小量是（　　）

Ａ１－ｅ槡ｘ　　　Ｂｌｎ１＋ｘ
１－槡ｘ

　　　Ｃ １＋槡槡 ｘ－１　　　Ｄ１－ｃｏｓ槡ｘ

８（２００７数一）曲线ｙ＝１
ｘ
＋ｌｎ１＋ｅｘ( )的渐近线的条数为（　　）

Ａ０ Ｂ１ Ｃ２ Ｄ３
９（２００７数一）设函数ｆ（ｘ）在ｘ＝０处连续，下列命题错误的是（　　）

Ａ若ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ
存在，则ｆ（０）＝０

Ｂ若ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）＋ｆ－ｘ( )

ｘ
存在，则ｆ（０）＝０

Ｃ若ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）
ｘ
存在，则ｆ′（０）＝０

·６１·
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Ｄ若ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ－ｘ( )

ｘ
存在，则ｆ′（０）＝０

１０（２００８数一）设 ｆ（ｘ）在 －∞， ＋∞( )内单调有界， ｘｎ{ }为数列， 则正确的

是（　　）
Ａ若 ｘｎ{ }收敛，则 ｆｘｎ( ){ }收敛 Ｂ若 ｘｎ{ }单调，则 ｆｘｎ( ){ }收敛

Ｃ若 ｆｘｎ( ){ }收敛，则 ｘｎ{ }收敛 Ｄ若 ｆｘｎ( ){ }单调，则 ｘｎ{ }收敛

１１（２００９数一）当ｘ→０时，函数ｆ（ｘ）＝ｘ－ｓｉｎａｘ与函数ｇ（ｘ）＝ｘ２ｌｎ１－ｂｘ( )是等价无

穷小，则（　　）

Ａａ＝１，ｂ＝－１
６

Ｂａ＝１，ｂ＝１
６

Ｃａ＝－１，ｂ＝－１
６

Ｄａ＝－１，ｂ＝１
６

１２（２０１０数一）极限ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ２

ｘ－ａ( )ｘ＋ｂ( )[ ]
ｘ

＝（　　）

Ａ１ Ｂｅ Ｃｅａ－ｂ Ｄｅｂ－ａ

１３（２０１２数一）曲线ｙ＝ｘ
２＋ｘ
ｘ２－１

的渐近线的条数为（　　）

Ａ０ Ｂ１ Ｃ２ Ｄ３

１４（２０１３数一）已知极限ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ－ａｒｃｔａｎｘ
ｘｋ

＝ｃ，其中ｋ，ｃ为常数，且ｃ≠０，则（　　）

Ａｋ＝２，ｃ＝－１
２

Ｂｋ＝２，ｃ＝１
２

Ｃｋ＝３，ｃ＝－１
３

Ｄｋ＝３，ｃ＝１
３

１５（２０１４数一）下列曲线有渐近线的是（　　）
Ａｙ＝ｘ＋ｓｉｎｘ Ｂｙ＝ｘ２＋ｓｉｎｘ

Ｃｙ＝ｘ＋ｓｉｎ１
ｘ

Ｄｙ＝ｘ２＋ｓｉｎ１
ｘ

１６（２０１７数一）若函数ｆ（ｘ）＝
１－ｃｏｓ槡ｘ
ａｘ

，ｘ＞０

ｂ， ｘ≤０
{ 在ｘ＝０处连续，则（　　）

Ａａｂ＝１
２

Ｂａｂ＝－１
２

Ｃａｂ＝０ Ｄａｂ＝２

二、填空题

１（１９９０数一）设ａ为非零常数，则ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋ａ
ｘ－ａ( )

ｘ

＝　　　　　　　　　

２（１９９１数一）已知当 ｘ→ ０时， １＋ａｘ２( )
１
３ －１与 ｃｏｓｘ－１是等价无穷小，则
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常数ａ＝　　　　　　　　　

３（１９９４数一）ｌｉｍ
ｘ→０
ｃｏｔｘ １

ｓｉｎｘ
－１
ｘ( )＝　　　　　　　　　

４（１９９５数一）ｌｉｍ
ｘ→０
１＋３ｘ( )

２
ｓｉｎｘ＝　　　　　　　　　

５（１９９６数一）设ｌｉｍ
ｘ→∞

ｘ＋２ａ
ｘ－ａ( )

ｘ

＝８，则ａ＝　　　　　　　　　

６（１９９７数一）ｌｉｍ
ｘ→０

３ｓｉｎｘ＋ｘ２ｃｏｓ１
ｘ

１＋ｃｏｓｘ( )ｌｎ（１＋ｘ）
＝　　　　　　　　　

７（１９９８数一）ｌｉｍ
ｘ→０

１＋槡 ｘ＋ １－槡 ｘ－２
ｘ２

＝　　　　　　　　　

８（１９９９数一）ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｘ２
－ １
ｘｔａｎｘ( )＝　　　　　　　　　

９（２０００数一）ｌｉｍ
ｘ→∞

２＋ｅ
１
ｘ

１＋ｅ
４
ｘ

＋ｓｉｎｘ
ｘ( )＝　　　　　　　　　

１０（２００３数一）ｌｉｍ
ｘ→０
（ｃｏｓｘ）

１
ｌｎ（１＋ｘ２）＝　　　　　　　　

１１（２００５数一）曲线ｙ＝ ｘ２

２ｘ＋１
的斜渐近线方程为　　　　　　　　　

１２（２００６数一）ｌｉｍ
ｘ→０

ｘｌｎ（１＋ｘ）
１－ｃｏｓｘ

＝　　　　　　　　　

１３（２０１５数一）ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎｃｏｓｘ
ｘ２

＝　　　　　　　　　

１４（２０１６数一）ｌｉｍ
ｘ→０

∫　ｘ０ｔｌｎ１＋ｔｓｉｎｔ( )ｄｔ

１－ｃｏｓｘ２
＝　　　　　　　　　

※ 能力提升训练

１（１９８７数一）求正常数ａ与ｂ，使等式ｌｉｍ
ｘ→０

１
ｂｘ－ｓｉｎｘ∫

ｘ

０

ｔ２

ａ＋ｔ槡
２
ｄｔ＝１成立

２（１９９１数一）计算 ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｃｏｓ槡ｘ( )
ｘ
２

３（１９９２数一）计算 ｌｉｍ
ｘ→０

ｅｘ－ｓｉｎｘ－１
１－ １－ｘ槡

２


４（１９９３数一）计算 ｌｉｍ
ｘ→∞
ｓｉｎ２
ｘ
＋ｃｏｓ１

ｘ( )
ｘ



５（１９９６数一）设ｘ１＝１０，ｘｎ＋１＝ ６＋ｘ槡 ｎ，ｎ＝１，２，３，…，试证数列 ｘｎ{ }的极限

存在，并求此极限
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模块一 　函数、极限与连续 ?

６（１９９８数一）计算 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｓｉｎπ
ｎ

ｎ＋１
＋
ｓｉｎ２π
ｎ

ｎ＋１
２

＋… ＋ ｓｉｎπ

ｎ＋１
ｎ



７（２００６数一）设数列 ｘｎ{ }满足０＜ｘ１ ＜π，ｘｎ＋１＝ｓｉｎｘｎ，ｎ＝１，２，３…
（１）证明ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ存在，并求该极限；

（２）计算 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ＋１
ｘｎ( )

１
ｘ２ｎ

８（２００８数一）计算 ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ－ｓｉｎｓｉｎｘ( )[ ]ｓｉｎｘ
ｘ４



９（２０１０数一）

（１）比较∫
１

０
ｌｎｔ ｌｎ１＋ｔ( )[ ]ｎｄｔ与∫

１

０
ｌｎｔｔｎｄｔ，ｎ＝１，２，３，…的大小，并说明理由

（２）记ｕｎ＝∫
１

０
ｌｎｔ ｌｎ１＋ｔ( )[ ]ｎｄｔ，ｎ＝１，２，３，…，求极限ｌｉｍ

ｘ→∞
ｕｎ

１０（２０１１数一）求极限 ｌｉｍ
ｘ→０

ｌｎ（１＋ｘ）
ｘ( )

１
ｅｘ－１

１１（２０１１数一）

（１）证明：对任意的正整数ｎ，都有 １
ｎ＋１

＜ｌｎ１＋１ｎ( )＜１ｎ成立；

（２）设ａｎ＝１＋
１
２
＋… ＋１

ｎ
－ｌｎｎ，ｎ＝１，２，３，…，证明数列 ａｎ{ }收敛

１２（２０１４数一）求极限ｌｉｍ
ｘ→!

∫
ｘ

１
［ｔ２（ｅ

１
ｔ －１）－ｔ］ｄｔ

ｘ２ｌｎ１＋１ｘ( )


１３设函数ｆ（ｘ）＝ｘ＋ａｌｎ（１＋ｘ）＋ｂｘｓｉｎｘ，ｇ（ｘ）＝ｋｘ３，若当ｘ→０时，函数ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）
是等价无穷小，求ａ，ｂ，ｋ的值

１４计算 ｌｉｍ
ｎ→∞

１
ｎ２
ｃｏｓπ
ｎ
＋２
ｎ２
ｃｏｓ２π
ｎ
＋… ＋ｋ

ｎ２
ｃｏｓｋπ
ｎ( )

１５设函数 １－ｃｏｓｘｃｏｓ２ｘｃｏｓ３ｘ与函数 ａｘｋ为当 ｘ→０时的等价无穷小，求常数 ａ，
ｋ的值

１６（２０１０数一）ｌｉｍ
ｎ→∞
∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１

ｎ
ｎ＋ｉ( )ｎ２＋ｊ２( )

＝（　　）

Ａ∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ

０

１
（１＋ｘ）１＋ｙ２( )

ｄｙ Ｂ∫
１

０
ｄｘ∫

ｘ

０

１
（１＋ｘ）１＋ｙ( )

ｄｙ

Ｃ∫
１

０
ｄｘ∫

１

０

１
（１＋ｘ）１＋ｙ( )

ｄｙ Ｄ∫
１

０
ｄｘ∫

１

０

１
（１＋ｘ）１＋ｙ２( )

ｄｙ
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